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Chapitre 1

Historique

1.1 L’antiquité
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L’histoire des polyndmes se confond avec celle de ’algébre et celle de la résolution d’équations.
Premiére apparition des polynoémes chez DIOPHANTE d’Alexandrie ou les inconnues sont notées par une lettre.

1.2 Les mathématiciens arabes

Naissance de ’algebre ("al-jabr"), au 13éme siécle, grace aux travaux de AL KHAWARIZMI et de Omar KHAYYAM.
Résolution de 6 types d’équations du second degré.
Les opérations s’étendent aux inconnues et les polynomes de degré n sont représentés par la suite de leurs coefficients.

1.3 Le moyen-age en Italie




Résolution de I’équation du troisiéme degré par Nicolo Fontana, dit TARTAGLIA (1500-1557), et Gerolamo CAR-
DAN (1501-1576), puis de celle du quatriéme degré par Ludivico FERRARI ( 1522-1565).

Dans le méme temps, introduction des nombres complexes par Raphaédl BOMBELLI, en liaison avec ’équation du
troisieme degré.

1.4 En France

Développement du calcul litteral par VIETE (1540-1603).
Evariste GALOIS (1811-1832) prouve qu’on ne peut pas résoudre par radicaux les équations de degré 5 et plus.



Chapitre 2

Polynomes

2.1 Fonction polynéme

DEFINITION 2.1.1
e Soit les n + 1 réels ag, a1, ... anp # 0
e La fonction f de la variable réelle x, définie sur R par :

fix—apx™ 4+ +ar1x+ ag

est une fonction polynéme de degré n

Les réels a;, sont les coefficients réels de P

On note également deg(P) =n

Le terme apx® est le monéme de degré k du polynéme P
Si a, = 1, on dit que Ie polynéme est unitaire.

EXEMPLES :
1. P(z) =3z — 152 4+ 10z + 2 est un polynéme de degré 3
2. P(z) =1+ 2z — 322 est un polynome de degré 2, ordonné suivant les puissances croissantes.
3. Tout nombre réel non nul est un polynéme de degré 0.

REMARQUES :

e On définit plus généralement de maniére formelle un polynéme comme étant un (n+1)—uplet de réels (a,, ... a1, ap),
avec a, # 0

e [’indéterminée, ou la variable est notée X . Ce peut étre un nombre réel comme défini précédemment, mais également
une fonction, une suite, une matrice, etc...

e On noté également le polynome p avec le symbole de sommation : p(X) = Z apX*

e Tout polynéme est une somme finie de monomes.
e Les coeflicients du polynome ne sont pas nécéssairement dans R : systémes de numération.
e On peut toujours se ramener & un polynéme unitaire en divisant tous les coefficients par a,

2.2 Propriétés

2.2.1 Polynéme nul

DEFINITION 2.2.1
Un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

P=0 <= Vke{0,...,n}:a,=0



2.2.2 Polynémes égaux

2.2.3 Opérations

Pour tous polynémes P et Q et tout A € R :

e P+ (@ est obtenu en additionnant les coefficients des monémes de méme degré.
e VA # 0 : AP est obtenu en multipliant tous les coefficients par A

e P(Q est obtenu en utilisant la distributivité de la multiplication sur ’addition.

2.2.4 Degrés

Pour tous polynémes P et @ :

e deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}
e Si A#0, deg(AP) = deg(P)
e deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

2.3 Racines d’un polyndéme

2.3.1 Définitions

DEFINITION 2.3.1
Le nombre réel a est racine de P si et seulement si P(a) =0

EXEMPLES :
1. a = 1 est racine de P(z) = 3z% + 523 — 922 + 22 — 1

2. Déterminer b pour que 2 soit racine de P(z) = 2% — 7z + b.

2.3.2 Identité remarquable

EXEMPLES :
1. Pour n = 2, on obtient 22 — a® = (v — a)(x + a)
2. Pour n = 3, on obtient 2° — a® = (v — a)(2? + ax + a?)
3. 23 —27=(z—3)(22 +3x+9)



2.3.3 Divisibilité par =z — a

EXEMPLES :
e Le nombre réel 2 est racine du polynéme x2 + 4z — 12, donc il se factorise en : 22 + 4z — 12 = (z — 2)(az + b)
e Le polynoéme p(x) = 22 + 1 n’admet pas de racines.

Conséquence : Tout polynéme de degré n admet au plus n racines dans R

2.3.4 Cas des polynomes de degré 2

EXEMPLES :
e Trouver les racines de ¢ (z) = 622 — 7Tz — 5
e Trouver les racines de ty(x) = 422 — 122 +9



Chapitre 3

Schéma de Horner

3.1 Introduction

William George HORNER (1819-1845) est un mathématicien britannique, connu pour sa méthode, déja publiée
par Zhu Shijie vers 1300, mais aussi utilisée par Isaac Newton 150 ans avant lui, qui permet :

e de calculer la valeur d’un polynéme en un point.

o de factoriser ce polynome.

e de chercher la valeur approchée d’une racine d’un polynome.

e d’exprimer un polynéme par un changement de variable.

e de calculer les valeurs des dérivées successives d’un polyndme.

L’algorithme de Horner est publié parallélement par Paolo Ruffini et est utilisée par De Morgan et Young.

3.2 Premier polynéme

3.2.1 Factorisation
On considére le polynome :

P(z) = 2% — 82% — 15z + 54
Calculer P(4), P(—5) et P(2)
Justifier 'existence d’un polynome @ tel que P(x) = (x — 2)Q(z)
Quel est le degré de Q7

En posant Q(x) = ax? + bz + ¢, calculer les réels a, b et ¢

A

Résoudre I’équation P(z) =0

3.2.2 Division euclidienne
1. Effectuer la multiplication (z — 2)Q(x)
P(z)

2. Pour tout z # 2, on peut donc écrire : Q(x) = — 9 Effectuer cette division.
x

3.2.3 Autre écriture de P

Montrer que, pour tout € R :
P(z) = ((1lx — 8)x — 15)x + 54

Si pour tout « € R, on veut calculer P(«), on doit donc, avec cette nouvelle expression de P, calculer successivement
les valeurs de trois polynomes de la forme ma + p.

Disposition pratique :



1 -8 —15 54
=4

1 -8 —15 54
r=-5

1 -8 —15 54
r=2

3.3 Avec une fraction rationnelle

On considére la fonction numérique f, définie pour tout x # —5 par :

42 — 80z — 96

fla) = %

1. Résoudre I’équation f(z) =0
2. Déterminer les trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout x # —5 :

c

= b
f(@) = az+b+ ——

3.4 Autres exemples

Appliquer la méthode pour factoriser les polynoémes suivants :
1. 2% + 422 — 8122 — 162 + 308

32° — 62t + 2% + 5a? — 3w — 4

223 + 322 + 11z — 6

3zt — 22 — 162 — 14

% — 92* + 1623 + 1622 — 92 + 1

oL W



Chapitre 4

Formule de Cardan

4.1 Une bien belle histoire...

D’abord, ces quelques lignes ( issues du livre "Mathématiciens de A & Z" ) :

Niccolo Fontana "Tartaglia" est issu d’une famille pauvre. Lors de la prise de Brescia par les francais en 1512, il
se réfugie avec son pére dans la cathédrale pour échapper aux envahisseurs. Rien n’y fait , les soldats de Louis XII
pénétrent dans le lieu sacré, massacrent son pére, et Niccolo est laissé pour mort, avec une fracture du crane et un coup
de sabre & travers la machoire et le palais. Sa mére le retrouve dans cet état, mais encore vivant. Comme elle n’a rien
pour le soigner, elle léche les plaies de son fils et lui sauve la vie. Cependant, la blessure au palais lui laisse un défaut
de parole qu’il conserve toute sa vie, ce qui lui vaut son surnom ( "tartagliare" signifie bégayer en italien ). Sa mére
économise pour permettre a son fils de suivre 1’école ... pendant 15 jours. Le jeune Niccolo vole alors des livres et des
cahiers pour continuer & apprendre en autodidacte. Devenu adulte, il gagne sa vie en enseignant les mathématiques
dans différentes villes d’Italie et en participant & des concours.

En 1535, on lui propose 30 équations du troisiéme degré du type
3+ pr =q

Les résolutions ne se font a ’époque qu’a tatons. Dans la nuit du 12 au 13 février, juste avant la date limite, il trouve
la résolution générale et résout les trente équations en quelques heures. Dans 1’espoir de gagner d’autres concours,
tartaglia ne dévoile pas sa formule. Cardan, mis au courant de ce succeés, fait venir Tartaglia & Milan et le persuade
de lui révéler sa méthode, promettant de ne jamais la dévoiler, et & fortiori de la publier. Celui-ci céde. Cardan trouve
alors la solution générale de toutes les équations du troisiéme degré et, apprenant que Scipione del Ferro a donné la
solution avant Tartaglia, se sent délié de sa promesse et publie le résultat dans "Ars magna" en 1545. La formule
générale porte aujourd’hui le nom de formule de Cardan.

4.2 La formule de CARDAN

On considére I’équation X3 +aX?2+bX +¢=0

1. Montrer que cette équation se raméne a I’équation x> + px + ¢ = 0 en posant £ = X + a et en choisissant
convenablement o.

2. Application & I’équation X3 +2X24+2X +1=0

Montrer que si u et v sont tels que 2% +px +q = 2 — 3uvz — (u® +v?), alors u® et v3 sont racines d’une équation
du second degré a déterminer.

Application & I'équation X3 +2X2 4+2X +1=0
Vérifier que 2 —u—v divise 2® —3uvz—(u®+v?) et en déduire un procédé de résolution de I’équation 2°+px+q = 0.
Déterminer les solutions de X3 +2X2 +2X +1=0

@

Tester la méthode avec 1’équation 2% — 152 — 4 = 0
Tester la méthode avec I’équation X2 —4X2 + X +6 =0

® N o e



Chapitre 5

Exercices

Exercice 1

Factoriser dans R les polynomes :

1. 26 -1 4. 23 +1 7. 2% —5x? + 62
2. 122* + 1123 — 14622 + 11z + 12 5. z* — 322+ 4
3. 28+t +1 6. 25 — 22 +4x — 4

Exercice 2

Soit le polynéme : P(z) = 2* + 22 — 1622 — 22 + 15
1. Montrer que —1 et 1 sont des racines de P

2. Résoudre ’équation P(x) = 0.
Exercice 3

On donne les polynoémes A(z) = z* + 23 + 1 et B(z) = 2% + z + 1. Trouver deux polynoémes U et V tels que
AU+ BV =1

Exercice 4

Résoudre dans R :

1. 222 —2V3zx+1=0 A 3x27:v+1>1
s ) a2 —dx+3 7
2. 22° + 3z -8x+3=0 5. 2=z =2 —1
3.2t —22—-12<0 6. V2 +3xz+2=2-1
Exercice 5
Décomposer en éléments simples les fractions :
1 A rt4+1
Tt — 223 4 22 Crt4 41
9 20t — 23 + 922 — 6z + 1 5 2zt — 1
’ 3 — 22 +4xr—4 " a3 — 522 4 62
3 28 — 922 —3 6 P4t +r+1
Tat—322-14 Coxd— 23 4

Exercice 6



On considére le polynome P défini par : P(x) = o* + 423 + 2422 + 40z + 100
1. Montrer que P est le carré d’un polynéme que I'on déterminera.
23+ 322 + 122 + 10

2. En déduire une primitive de : F(z) = )

Exercice 7

Soit P un polyndme unitaire a coefficients dans Z
1. Montrer que si a € Z est racine de P, alors il divise le terme constant de P
2. La réciproque est-elle vraie ?
3. Application : factoriser P(z) = 2° — 22* — 923 + 2222 4+ 42 — 24

Exercice 8 Somme et produit d’une équation du second degré

Soit a un réel quelconque. Sans calculer de discriminant, pourquoi I’équation 22 4+ ax — 1 = 0 posséde-t-elle deux
solutions distinctes x1 et x5 7 Sans calculer ces solutions, exprimer en fonction de a :

1. (5012132)2 — (2171 —+ IQ)

2. 2% + 23
1 1
3. —+—
T T2

Exercice 9 Triangle rectangle
Déterminer les cotés d’un triangle rectangle dont ’hypoténuse est égale & 35 et le périmétre égal a 84.
Exercice 10

Déterminer les coordonnées des points d’intersection, s’ils existent de :

1. la courbe d’équation : y = x> et de la droite : y = —x + 2.

1
2. la parabole P :y = 22 + x — 2 et de I’hyperbole H : y = "

Exercice 11 Vrai ou fauz ?

La somme de deux polynomes de degré trois est encore un polynome de degré 3.
Si un polyndme est de degré trois, son carré est de degré 9.

Tout polyndome a coefficients réels admet au moins une racine.

Si un polyndéme n’admet pas de racine réelle, alors il n’est pas factorisable.

Si P et @@ prennent la méme valeur en a, alors P — ) admet une racine réelle.
Deux polynomes qui admettent les mémes racines sont égaux.

Un polynoéme qui s’annule pour 1, 2, 3, 4 et 5 est de degré 5.

Si elles existent, les racines de P(z) = 4z* — 322 + 1 sont en nombre pair

© 0 N o WD

Le polynéme P(x) = z* + 1 n’admet pas de racines donc n’est pas factorisable.
Exercice 12 FEquations et problémes de Bhaskara

1. Quel est, homme savant, le nombre qui multiplié par 12 et ajouté au cube du nombre est égal a six fois le carré
augmenté de 357

2. Si tu es versé dans les opérations de ’algébre, dis le nombre dont le bicarré moins le double de la somme du
carré et deux cent fois le nombre est égal & la myriade (10.000) moins 17 Mettre I’équation sous la forme
x* + 222 + 1 = 422 + 400z + 10000 et chercher les réels positifs solutions.

3. Résoudre 1'équation (22~ 3x72)%"3(22"3272) 2"z = 0, poser X = 22"32"2

4. Déterminer x pour que la somme des volumes des trois cubes de cotés x, x 4+ 1 et x + 2 soit égale au volume du
cube de coté x + 3

10



